Correction du devoir n°15
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2. X7 est une variable & densité a valeurs dans R, et Va2 > 0, P(X? < z) = P(—2 < X; < ).
Comme X est afdensme, on a P(—vr < X1 < V)= P(—Vr < X1 <) =Fx,(Vz) — Fx,(—Vz), donc
v 1 1

P <) = [* ot et fw) = i X g (o) +e(-VE) = e

3.(a) On a une intégrale doublement impropre (en 0 et en x), et par changement de variable v = z — t, on

1. Vz e R, p(z) =

constate que pour 0 < b < x, on a, sous réserve de convergence / dt /
\[ VT — z—b VT — U f

donc la convergence en 0 équivaut a celle en x.

Soit 0 < a < b < x, on pose t =z cos?(6), dt = —2 sinf cosd df, 6 varie entre /arccos(2) et |/arccos(2)

T
avec 0 < 4/arccos( Q \/arccos(%) < = donc sur tout l'intervalle d’intégration sin 6 et cos € sont positifs,
par conséquent \f \/5 cosf, Vo — ﬁ sin 0 et

\/arCCOb(;) a b b 1
/ ——dt = —2/ df = 2 | arccos <\/>) — arccos — , donc / ——dt =
a \/iv.%‘—t arccos( %) T x a \/E\/J,‘—t
b

aliino /a \/i\/lm dt = 2(arccos(0) — arccos (g)) = .
b—x

(b) X? et X2 sont indépendantes, X7 + X7 est & valeurs dans RT, donc une densité de X7 + X2 est donnée
par :
+oo
Ve € R, h(z) = 0sixz < 0et pour z > 0, h(z) = / f@) f(x —t)dt; or V& < 0, f(¢t) = 0 donc

— 00

h(z) = /O+OO f() f(x—1t)dt; de méme f(xr—t) = 0 pour ¢t > x donc finalement h(x / ()

1 1 (2—t) - e 32
-3 - —— d’aprés le calcul précédent.

\/27rte \/27r(x—t)e / \[\/x— 2

X?+ X3 E(3)
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4. (a) L’intégrale = / dt est impropre en x; soit a € R tel que 0 < a < z, on a :

4
0 = arcsin /1 — donc sin?f =1 — —et2s1n9cost9d9——fdt t=ux cos?, Vx = /x sind,

]

a ¢3—1 r—1 3
donc dt =2z"72 / cos" "t o de.
0 x—t arcsin(4/1—%)
a t%—l 1 El 1 r—1 3 1 r—1
lim dt = lim 2xT/ cos" ™ 9d9:2x7/c057_ 0d0 =2x7=2 W,_4.
a=w Jo VT —t a—w arcsin(y/1—%) 0
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(b) Initialisation : r = 2, une densité de X? + X2 est donnée par fo(x) =

5 pour z > 0 et fa(x) = 0 pour

x <0, donc Cy = =

Soit r > 2, on suppose qu'une densité f,. de X?+---+ X2 est donnée par Vo € R, f.(z) = C, rile™2
et fy(z) = 0 sinon. Les variables X7 +---+ X2 et X2, sont indépendantes, donc une densité est donnee

“+o0
par Vo € B, fo4(z) = / fo(t) fo — 1) dt

fr et f étant nulles sur R™, on a Vo < 0, f,y1(x) =0et Vo € RT, fuq(x / fr(t) f(z —t)dt.
(@—t) o
‘ t B 2 tfil 2 z il
(1) flz—t)dt = / C,t27te72x ZCWy_qe 2z z !
/0 f- 0 1 V2m( x—t \/27r v —t us !



5. (a)

O o3 +oo 2 1
et (b) de = 2/0 e"zdt = V2, donc C; = ﬁ; or fi est la question f définie a la

0
question [2] ce qui est en accord avec ’expression de f.

1
(c) Oy a déja été calculé et vaut 3

On pose v(x) = z2 donc v'(x ):gaﬁ ,u’(x =e 2 et u(z) =—2e"2. On a alors :
t t
r _z r Q r__ . r _& . r _t
r2e” 2dx = [—2x2e 2 T2 2dx hm—252e 2 =0, lim —2t2e”2 = 0 donc
c —0 t—+oo
on montre par récurrence sur r que Vr 2 , J» converge et Jryo =1J,

Initialisation : soit k =1, J; = V27 et Jo =2
Soit k£ > 1; on suppose que Jo et Jop_1 convergent.
t
D’apreés le calcul précédent, Jopq = lim (2k — 1)/ ¥ e bdr = (2k—1) Jop_1
t — 400 €
e—0
bk z
De méme, Jog4o = lim Qk/ r2e 2de =2k Joy,

t — +oo
e—=0

Donc Jaj 4o et Jopy1 convergent et la récurrence est établie.
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De méme, Vk € N, Jop, = 2k —2) (2k —4) x - x2x Jy =21 (k= 1) x 2 =2% (k. — 1)!

On montre par récurrence que Vk € N, Jop1 = 2k —1)(2k—3) x -+ x3x J; =

+oo
fr est une densité de probabilité donc / fr(x)dx = 1 = C, x J,; on obtient ainsi les valeurs annoncées
0

de C2k: et Cgk+1 .



