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< Espaces vectoriels de suites et de fonctions >

'EXERCICE I |

1. Soit P la fonction polynome définie sur C par : Vo € C, P (x) = 2% — 22 — 1.

(a) Montrer que toutes les racines de P sont simples.
(b) Montrer que P admet une racine réelle, notée b et deux racines complexes conjuguées notées z et z.

(c) Calculer le produit bzz. Comparer b et |z].

Pour tout entier naturel n, on note S une partie de [1,n] qui posséde la propriété suivante : si p € S alors p+1
et p+ 2 n'appartiennent pas ¢ S. On dit alors que S est une partie spéciale de [1,n]. Par exemple, l’ensemble
vide est une partie spéciale.

2. Pour tout n € N*| on note t,, le nombre de parties spéciales de [1,n] et 'on note to = 1.

(a) Calculer tq, to et ts.

(b) Montrer que pour tout entier naturel n, on a : t,43 = t, + tpio.
3. Soit V' I'ensemble des suites réelles (vy,),, oy Vérifiant la propriété suivante : Vn € N, v, 3 = vy + vnyo.

(a) Montrer que V' est un espace vectoriel.

(b) Déterminer la dimension de F ainsi qu’une base de V.

1 1 1
4. Soit M la matrice de M3 (C) définie par : M = b z zZ
b2 22 72

(a) Montrer que la matrice M est inversible.
(b) Quelles sont les suites géométriques de V' ?

(¢) Soient «, 8 et v des constantes complexes telles que : Vn € N, ab™ + 2" +~+2z" = 0.
Montrer que o = 8 =y = 0.

(d) En déduire qu’il existe une constante réelle A et une constante complexe B telle que :
vneN, t,=Ab" +Bz"+ BzZ".

5. A Paide d’une calculatrice je trouve t3g ~ 125491, 0004.
Ecrire en MATLAB ou SCILAB le script d’une fonction qui me permette en moins d’une demi-seconde
de vérifier le résultat t3g = 125491.

|EXERCICE 11 |

Dans tout le probleme, n est un entier naturel et F,, désigne I’ensemble des fonctions numériques indéfiniment

dérivables sur R vérifiant la relation : .
N WERE 1)
k
k=0
ot, 0 désigne la fonction nulle, f(©) = f et Vk € [1,n], f*) désigne la dérivée k ieme de f.

Premiere partie

1. Montrer que FE,, est un espace vectoriel.
2. Déterminer 'espace Ej.

3. Nous supposerons ici n non nul

(a) Montrer que 1 — (T) + <Z> - <§) +o 4+ (=D)" (Z) =0.



(b) En déduire que la fonction W : x + e~% est un élément de E,,.

4. f désignant une fonction indéfiniment dérivable quelconque, on désigne par g la fonction définie par :
Vz € R, g(x) = f(x)e”

(a) Calculer g™ ().
(b) En déduire équivalence suivante : f € E,, <= ¢ =0.

(¢) En déduire que tout élément h de E,, est de la forme :

R — R
n—1
h: Z k -z
r +—> apx’e
k=0

Deuxieme partie

R — R

Dans cette partie n = 3. On note f; 4. : { r > (aa?+ bz +c)e?

1. On note U = f1’070, V = f0)170 et W = f0,0,1~
Montrer que la famille B = (U, V, W) est une base de Fj.

2. Montrer que I’application ¢ : f — f’ est un endomorphisme de Ej.
3. (a) Déterminer la matrice A de ¢ relativement a la base 5.

(b) Montrer que (A + I)? =0 (I désigne la matrice identité).

(c) En déduire que A est inversible. Déterminer A~*.

(d) Que peut-on en déduire pour ¢ ?

(e) Donner une primitive de fo ..

4. Soit m € N. Déterminer A™. En déduire f(m)

a,b,c’



