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< Algebre linéaire : Endomorphismes nilpotents - Equations matricielles >

Etude d’endomorphisme u tel que v o u = 0.

Soit E un espace vectoriel de dimension n, u un endomorphisme non nul de F tel que uou = 0.
r désigne le rang de u et p la dimension du noyau de wu.

1. (a) Montrer que Im u C Ker u.

(b) En déduire que r < g et p> g

2. Dans cette question, on suppose que n = 2.

(a) Justifier que Im u = Ker u.
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(b) Soit ¢ wun vecteur non nul appartenant & Im u et j un vecteur tel que u ( J ) = 1.

Montrer que ( i,] ) est une base de E et donner la matrice de u dans cette base.

3. Pour cette question, on suppose n = 3.

(a) Montrer que r = 1. Quelle est la dimension de Ker u?

- — —
(b) Soit j un vecteur de E n’appartenant pas a Ker u et i =u (] ) .
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Justifier 'existence d’un vecteur k de Ker u , non colinéaire a ¢ puis démontrer que | i, j, k;) est une
base de E.

(c) Déterminer la matrice de u dans cette base.

4. Pour cette question, on suppose n = 4.

(a) Montrer que r vaut 1 ou 2. Préciser dans chaque cas la dimension de Ker « ?
(b) Examinons le cas r = 2

- = — — — —
Soit ( i, k) une base de Im w, puis j ,7 deux vecteurs de F telsque: i =u (j ) et k =u (7) .
Montrer que ( i,5,k, ¢ ) est une base de E et déterminer la matrice de u dans cette base.

(c) Examinons le cas r = 1.
Soit j un vecteur de E n’appartenant pas a Ker uet ¢ =u|( j ) .
. . - > - o
Justifier I'existence de deux vecteurs k et £ de Ker u tels que i, k
- = -

_>
et £ soient linéairement indépendants.
Montrer que ( i,75,k, 7) est une base de F et déterminer la matrice de u dans cette base.

Application a un exemple

On rappelle que My (R) désigne 'ensemble des matrices carrées d’ordre 4 a coeflicients réels.

Dans cette partie, I désigne la matrice unité de My (R) et J la matrice définie par:

10 17 —-14 -9
4 8 —6 -4
12 18 —-16 -—10
0o 6 -2 =2

J:

1. Soit v I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique de R* est .J.

(a) Vérifier que vov =0.



(b)

()

Déterminer le noyau et 'image de v. Préciser leur dimension.

0 1 0 0
Trouver une base B de R* dans laquelle v ait pour matrice 8 8 8 (1)
0 0 0 O

Dans la suite, on notera P la matrice de passage de la base canonique de R* & B.

2. On considére ’ensemble A des matrices M de My (R) de la forme M =T+ mJ (m €R).

(a)
(b)

Démontrer que A est stable pour la multiplication matricielle.

L’ensemble A est-il un sous-espace vectoriel de My (R)?

3. Soit M = I +mJ ou m est un réel non nul.

On se propose de trouver toutes les matrices X de M, (R) solutions de I'équation (1) : X? = M.

(a)

Quelles sont les solutions de (1) appartenant & A7

Justifier I’égalité P~"'MP = N, N désignant la matrice
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Montrer qu’en posant Y = P! X P, "équation (1) équivaut & ’équation (2): Y2 = N.
Soit Y une matrice de My (R) solutions de (2).

alo+bJy clo+dJs ot I
6[2+fJ2 gIg-Fth 2

Montrer que YN = NY. En déduire que Y est nécessaire de la forme (

0 0

Résoudre ’équation (2). On vérifiera que celle-ci admet une infinité de solutions dont on précisera la forme.

désigne la matrice unité de My (R) et J = < 01 >

Exprimer alors les solutions de (1) & l'aide la matrice P ( aucun calcul explicite n’est demandé)



