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« Révisions d’analyse, algébre linéaire, séries numériques »

Développement asymptotique d’une suite

1. Soit n € N, n > 2, on définit la fonction f,, sur |n, +oo[ par f,(x) = (x — n) Inn — z In(x — n).

(a) Etudier les variations de f, ; en déduire que I'équation (z — n) Inn = = In(z — n) admet une solution
unique ; on notera x,, cette solution.

(b) On définit ainsi une suite ; montrer que Vn > 2, x,, €ln+1, n+ 2].

Inn
2. On pose z, =n+ 1+ ¢&,, donc &, €]0, 1[. Montrer que lim &, =0, puis que &, ~ —.
n— o0 oo n
Etude d’une série
On définit la suite (uy)nen par up =a >0 et Vn € N, upq1 = up e "
1. Montrer que Vn € N, u,, > 0, puis que Vn > 1, u,, < 1.
Quel est le sens de variation de (uy)?
2. (a) Montrer que (u,) est une suite convergente de limite nulle.
(b) Calculer un équivalent de w11 — Up,.
1 1
(c) Montrer que lim -—=1
n—=00 Upy1 Uy
3. En remarquant que In(u,41) — In(u,) = — u,, montrer que la série de terme général u,, diverge.

Equation différentielle
Soit E I’ensemble des fonctions deux fois dérivables sur I =]1; 4o0[ solutions de ’équation différentielle

*)  (e-1)y"—zy+y=0

1. Montrer que si f est une fonction de E, alors f®) est définie sur I.

2. Montrer aussi que si f appartient a E, Vo € I, f®)(z) = f”(x), puis que f" est solution sur I d’une équation
différentielle de la forme ¢y’ — my =0 (m € R).

3. A l'aide de deux intégrations, montrer que les éléments de E sont les fonctions de la forme

f:xr——ax+be” o (a,b) € R?

Etude d’un projecteur
Soit E = R,[X], (a,b) € R? deux réels donnés, a # b et soit P € E.
1. On va montrer dans cette question qu’il existe un unique couple de polynémes (Q, R) € R, _2[X] x Ry [X] tel
que P(X) = (X —a) (X —b)Q(X) + R(X).
(a) Supposons qu’un tel couple existe ; calculer R(a) et R(b) et en déduire R. Conclure alors a 'unicité d’un
tel couple.

(b) Vérifier que P — R (ou R est le polunome calculé & la question 1a) se factorise par (X —a) (X —b) et
conclure a l'existence du couple (Q, R).

2. Soit (;5{ ]Ez : g ol R est le polyndéme déterminé a la question 1.

(a) Montrer que ¢ € Z(E).
(b) Déterminer le noyau et I'image de ¢ (on donnera la dimension et une base pour chacun).
(c) Montrer que ¢ est un projecteur.
3. Dans cette question, n = 3. Pour i € [0, 3], on pose P;(X) = (X —a)’ (X — b)3~".
(a) Montrer que la famille (Py, P1, P, P3) est une base de E.

(b) Ecrire la matrice de ¢ dans cette base.



